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内 容

• 基础知识

• Bézier 曲线曲面

• NURBS 曲线曲面

• 细分曲线曲面



曲线分类

• y= x2+5x+3

(x−xc)2 + (y−yc)2–r2=0 

x = xc + r · cosθ
y = yc + r · sinθ

y=f(x)

g(x,y)=0
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（ 显式曲线）

(参数曲线)

（隐式曲线）

使用最多的是参数曲线



• 自变量是标量，函数是向量: C=C(u)=[x(u), y(u), 

z(u)], 向量的各分量都是自变量的函数，当自变量

变化时，以函数向量为坐标的点构成一条曲线。

[x(u), y(u), z(u)]
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y
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弧长的微分:
(ds)2=(dx)2+(dy)2+(dz)2=((x’)2+(y’)2+(z’)2)d2u

• 弧长:
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参数

C(u)为参数曲线, 则它的切向T=C’(u).



参数曲线的优点

• 1)有更大的自由度控制曲线曲面的形状；

• 2)可对参数曲线曲面的方程直接进行几何变换，而
不需要对曲线曲面的每个数据点进行几何变换；

• 3) 可以处理斜率无穷大的情况；

• 4)代数、几何相关和无关的变量是完全分离的，
对变量个数不限，便于将低维空间中的曲线曲面

扩展到高维空间中；



曲线段间的连续性定义

• 连续性 :
C0连续（0阶参数连续）——前一段曲线的终

点与后一段曲线的起点相同。

C1连续（一阶参数连续）—— 两相邻曲线段
的连接点处有相同的一阶导数。

C2连续（二阶参数连续）—— 两相邻曲线段
的连接点处有相同的一阶导数和二阶导数。



Bézier 曲线的定义
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Bézier curve 
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• Ｐ0,Ｐ1,…Ｐn各点为C(u)的控制顶点，一
般称折线Ｐ0,Ｐ1,…Ｐn为C(u)的控制多边
形。控制多边形是C(u)的大致形状的勾
画；C(u)是对Ｐ0,Ｐ1,…Ｐn的逼近。

Bezier曲线



Bernstein基函数具有下列性质：

1） 非负性：

对于所有的i,n以及 均有

成立；

2） 规范性：

3)对称性
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4)递推性

5)端点性
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6)最大性 :
在 处达到最大值；

7)可导性

8)升阶公式
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9)分割性

10)积分性
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Bezier曲线的性质

Bezier曲线C(u)具有以下性质：

1)端点性质

2) 端点切矢量

Bezier曲线在 点处与边 相切，在点 处与边

相切。
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3) 端点的曲率：在C(u)两端点的曲率分别为：

这是因为
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4）对称性

若保持原全部顶点的位置不变，只是把次序颠倒
过来，则新的Bezier曲线形状不变，但方向相反
。

5）几何不变性

Bezier曲线的位置和形状只与特征多边形的顶点
的位置有关，它不依赖坐标系的选择。移动第i个
控制顶点 将对曲线上参数为 的那个点处
发生最大的影响。
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6）凸包性

因为是多边形各顶点Ｐ0,Ｐ1,…Ｐn的加权平均，
而权因子 ，这反映在几何图形上有
两重含义：

a. Bezier曲线C(u)位于其控制顶点Ｐ0,Ｐ1,…Ｐ

n的凸包之内；

b. Bezier曲线C(u)随着其控制多边形的变化而
变化；
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7）变差缩减性

对于平面Bezier曲线C(u)，平面内任意条直线与其

交点的个数不多于该直线与其控制多边形的交点个
数；

Bezier曲线



常用Bezier曲线的矩阵表示

由Bezier曲线C(u)的定义，可推出常用的一次、二次、三
次Bezier曲线矩阵表示
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Bézier--- De Casteljau 算法

P0, P1, …, Pn, 为Bézier曲线控制顶点， t 为参数:
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DeCasteljau (P,n,u,C)
{ /* Compute point on a Bezier curve using DeCasteljau

algorithm */
/* Input : P,n,u */
/* Output: C (a point) */
for(i=0;i<=n;i++ )

Q[i]=P[i] ;
for(k=1; k<=n; k++)

for(i=0; i<=n-k; i++)
Q[i]=(1.0-u)*Q[i]+u*Q[i+1] ;

C=Q[0] ;
}

Bezier曲线



Bezier曲线的升阶

有时为了便于Bezier曲线的修改，需要增加

控制顶点提高灵活性，而不要改变原来曲线的形
状，也就是将n次的Bezier曲线进行升级表达为
n+1次的Bezier曲线，即：

•只需将左边乘以 然后比较

• 的系数，即可得到
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• 几何意义：

• 1） 新的控制顶点是对老的特征多边形在参
数 处进行线性插值的结果；

• 2） 升阶后的新的特征多边形在老的特征多
边形的凸包内；

• 3） 升阶后的新的特征多边形更逼近Bezier曲
线；

Bezier曲线



• 例如对于二次Bezier曲线：

• 升阶后的控制顶点为
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• Bezier曲线的顶点反求

• 已知Bezier曲线上给定参数处的位置矢量和参
数阶次，利用Bezier曲线定义和端点特性，可

列出一组方程，求解方程组，就可得到相应的
控制顶点。

例子：

已知三次Bezier曲线上的四个点分别为

Q0(120,0),Q1(45,0), Q2(0,45),Q3(0,120),
它们对应的参数分别为0, 1/3, 2/3, 1,反求
三次Bezier曲线的控制顶点。

由已知条件可得方程组：

Bezier曲线



Q0 = P0 (t=0)

Q1 = (8/27)P0 + (4/9)P1 + (2/9)P2 + (1/27)P3 (t=1/3)

Q2 = (1/27)P0 + (2/9)P1 + (4/9)P2 + (8/27)P3 (t=2/3)

Q3 = P3 (t=1)

bezier曲线的端点性质得到的；其余两式是由三次
Bezier曲线的展开式：

C(u)=(1-u)3P0+3u(1-u)
2P1+3u

2(1-u)P2+u
3P3

分别将Q0、Q1、Q2、Q3的x、y坐标代入方程组求解，可
得：

x0 = 120 x1= 35 x2 = –27.5 x3 = 0

y0 = 0 y1 = –27.5 y2 = 35 y3 = 120

Bezier曲线



有理 Bézier 曲线:
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Bi,n(t) 为 Bernstein 基函数, ωi 是pi 处的权值.

作为Bézier 曲线的推广,有理 Bézier 曲线可以表示圆等更多
的曲线. 
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其性质包括：

1)端点性质：

2)端点切矢量

3)凸包性质;

4)有理再生性；若控制顶点落在一条直线上，曲线为直
线；

5)仿射和透视不变性；
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其性质包括：

6)权因子的作用：当权因子全为零时，曲线与控制顶点无
关；当某一权因子增大（小）时，曲线向相应的控制顶点
靠近（远）；当权因子为无穷大时，该控制顶点即为曲线
上的点。

Bezier曲线



Bézier 曲面
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Bi,n(u)和Bj,m(v) 为Bernstein 基函数, (n+1)×(m+1) Pi,j(i=0,1,…,n; j=0,1,…,m)
一般称为Bezier曲面的控制顶点
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控制网格 是 的大致形状勾画；

是对 的逼近。
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性质

•Bezier曲面 具有以下性质：

1)端点位置：

四个端点分别是 这是因为

2)边界曲线

的四条边界

线分别是以
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为控制多边形的Bezier曲线
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3)凸包性

曲面 位于其控制顶点

的凸包内。

4)几何不变性

曲面 的形状和位置与坐标系的选取无关，仅仅与各
控制顶点的位置有关。

5) 变差递减性

对于Bezier曲面，空间任意条直线与其交点的个数不多于
该直线与其控制多边形的交点个数；
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Bézier 曲面的法向

法向 N(u,v) :
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• Bézier 曲线的缺点:
1.控制点决定曲线的次数。控制点多意味着曲线高次。高次多项式缺陷如图。

NURBS 曲线
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• Bézier 曲线的缺点:
2. 全局性.  每个控制顶点对整条曲线都有影响。

NURBS curve
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B-spline 曲线:
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B-spline 基:  
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B-spline basis的特性
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1. 局部性: Ni,p(u) >0 only when u∈[ui,ui+p+1] .

2. 规范性:
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B样条曲线的性质

),[ 1+∈ ii uuu，

1−−<≤ pmip ， )(uC,         位于控制顶点 ipi PP ,...,−

所建立的凸包内；

B样条曲线凸包性

严格的凸包性：

曲线严格位于控制多边的凸包内；如果

NURBS 曲线



2.分段参数多项式：

)(uC 在每一区间 ),[ 1+∈ ii uuu 上都是次数不高于 p

3.可微性或连续性：

C(u)在每一曲线段内部是无限次可微的，在定义域
内重复度为k的节点处则p-k次可微。

4.几何不变性：
B样条曲线的形状和位置与坐标系的选取无关。

的多项式；

NURBS 曲线



5.局部可调性：

)(, uN pi 只在区间 ),[ 1++ pii uu 中为正，在其它地方均取零值,

p次的B样条曲线在修改时只被相邻的 1+p

而与其它顶点无关。当移动其中的一个顶点 Pi

定义在区间 ),[ 1++ pii uu 上那部分曲线，并不对整条曲线产生影响。

因为

使得 个顶点控制，

时，只影响到

6.近似性：

控制多边形是B样条曲线的线性近似，若进行节点插入或升阶会更

加近似；次数越低，B样条曲线越逼近控制顶点；

NURBS 曲线



7.变差缩减性：

B样条曲线的控制多边形，某平面与B样条曲线的交点个数不多于
该平面与其控制多边形的交点个数

图8.13  B样条曲线的变差缩
减性

nPPP ,...,, 10
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de Boor 算法

计算B-spline曲线C(u) 在 u处的点:

1. 确定u 所处参数区间:    u∈[uj,uj+1);

2. u∈[uj,uj+1) 只决定于控制点 Pj-p, Pj-p+1, …, Pj;

3. 计算

( ) ( ) ( )1 1
1

                                                             0, ;   1, , ;

,      1, 2, 1;   , 1, , .

i
r

r ri i i k r
i i

i k r i i k r i

r i j p j p j
u u u u u

u u r k i j p r j p r j
u u u u

− −+ −
−

+ − + −

= = − − +
= − − + = − = − + − + + − −

P
P

P P



 

4.   ( )1k
j u−P = C(u)

NURBS 曲线



NURBS(Non-uniform Rational B-spline)

,
0

,
0

( )
( ) ,   

( )

n

ii p i
i

n

i p i
i

uN
u a u b

uN

ω

ω

=

=

= ≤ ≤
∑

∑

P
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},...,,,...,,,...,{
1

11

1


+

−−+

+

=
p

pmp

p

bbuuaaU
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给定（n+1)×(m+1) 控制点 Pi,j，
u, v的次数:  p, q; 
节点U=[u0,u1,…,un+p+1], V = [v0,v1, …, vm+q+1], 则 p×q的张量积B
样条曲面定义如下 :

, , ,
0 0

( , ) ( ) ( )
n m

i p j q i j
i j

u v N u N v
= =

= ∑∑S P

NURBS 曲面



NURBS 曲面

,, , ,
0 0

, , ,
0 0

( ) ( )
( , )

( ) ( )

n m

i ji p j q i j
i j

n m

i p j q i j
i j

u vN N
u v

u vN N

ω

ω

= =

= =

=
∑∑

∑∑

P
S 1,0 ≤≤ vu

ωij:  权值

 

 
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1 1
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1 1
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p r p
p p

q s q
q q

U u u

V v v

+ − −

+ +

+ − −

+ +

=

=
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细分曲线: 
• 从一组控制顶点开始，按一定的规则加密这组顶点得

到下一层顶点,将这一过程不断重复，在某些规则下会
收敛到光滑曲线。 Bézier曲线和NURB曲线都具有这一
特性。

细分曲面
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Catmull-Clerk and Doo-Sabin 细分

i层网格

( )1 0 1 2, , , , ,i i i i iP p p p p−=  

Catmull-Clerk rules
1

2 1 1

1
2 1 1

1 6 1
8 8 8
4 4
8 8

i i i i
j j j j

i i i
j j j

p p p p

p p p

+
− +

+
+ +

= + +

= +

Doo-Sabin rules:

1
2 1

1
2 1 1

3 1
4 4
1 3
4 4

i i i
j j j

i i i
j j j

p p p

p p p

+
+

+
+ +

= +

= +
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Catmull-Clerk 细分
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四点法

a

b

如果a/b<0.125, 则收敛。特点：插值。
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优点

1. 可生成拓扑复杂形状；

2. 稳定;
3. 易实现;
4. 无需曲面间的拼接

5. LOD .

细分曲面
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